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VERSCHIEDENE ZUGANGE ZUR DIFFERENTIALRECHNUNG

Manfred Xronfellner

Technische Universitit Wien

1. VYCRBEMERKUNG

Zum Thema "Einfilhrung in die Differentialrechnung"gibt es in

der didaktischen Literatur eine derart groBe Zahl verschiedener
Vorschldge wie kaum zu einem anderen Gebiet. Ein Grund dafiir
scheint mir in der Entwicklung der Schulmathematik seit der
Lehrplanreform der 60Oer Jahre zu liegen. Neben inhaltlichen
Umgestaltungen der Lehrpldne sollte auch das Streben nach

mehr Exaktheit in den Vordergrund gestellt werden. Verstindlicher-
weise war gerade auf diesem Gebiet die Universititsmathematik

das ndchstliegende Vorbild.

In der Differentialrechnung ging man - wie eben in der Uni-
versitdtsmathematik (meist) {iblich - daran, vor der Einfdhrung
des Differentialquotienten das dafiir notwendige begriffliche
Instrumentarium zu erarbeiten, allem voran die Begriffe

"Grenzwert von Funktionen" und "Stetigkeit".

In der Schulpraxis war man aber mit der Schwierigkeit konfron-
tiert, daB die in der (Universitidts)Mathematik verwvendete

Methode der Zurilckfiihrung von Begriffen auf mdglichst wenige

(und méglichst bequem definierbare) Grundbegriffe bei den

Schiilern - zumindest nicht automatisch - mehr Klarheit und bessere
Einsicht brachten. Eine intensive didaktische Aufbereitung
(insbesondere beim Einstieq in ein neues GCebiet) und ein nicht

zu Ubersehender Aufwand an Unterrichtszeit erwies sich meist

als unumgdnglich notwendig.

Der erhdhte Zeitaufwand flir die Darbietung der Theorie stellt
eine g%wisse "Durststrecke" bis zu den Anwendungsaufgaben dar,
an den der Schiiler Fertigkeiten lernen und iiben kann, deren tiber-
prifung in vielen Fidllen zur Leistungsbeurteilung herangezogen
wWlld.

Die Notwendigkeit der intensiven didaktischen Aufbereitung so-

wie die erwdhnte Durststrecke fithrten m.E. zu dem Bestreben,
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denk- urd zeitdkonomische Zugdnge zur Differentialrechnung

bei gleichzeitiger Erfillung der {ibhlichen Exaktheitsanspriiche

1]

zu entwickeln.

2. YERSCHIEDELE ZUGANGE ZUR DIFFERENTIALRECHNUNG

Die in der didaktischen Literatur zu diesem Thema vorgestellten
Konzepte lassen sich (mehr oder weniger) in folgende Gruppen

einordnen:

3]

. Grenzwert von Sekantensteigungen
Anderungsraten

Stetige Fortsetzung

Lineare Approximation

Lipschitz-Analysis ("Karcher-Analysis")

A N e W =

2.
2.
2.
2.
2. Grenzwertfreie Zugdnge

Wie wir noch sehen werden,gibt es auch Konzepte, die in mehrere
Kategorien eingeordnet werden kdnnen. Dies liegt vor allem daran,
dapf verschiedene Gesichtspunkte als Einteilungskriterien ver-
wendet wurden. Wihrend zwischen 2.1 und 2.2 "nur" ein didaktischer
Unterschied besteht, gibt es zwischen den iibrigen auch mathemati-
sche Unterschiede.

Konsequenterweise sollte - wenn schon in den angefiihrten Kate-
gorien der Grenzwertbegriff auftritt - auch Uber die Mdglichkeiten
seiner Einfilhrung gesprochen werden. Eine erschdpfende Behandlung
wiirde aber den Rahmen sprengen, sodaB auf diese Problematik nur

am Rande eingegangen werden kann.

2.1 Grenzwert von Sekantensteigungen

Dieser Weg kann als der "klassische" Zugang zu den Grundbegriffen
der Differentialrechnung bezeichnet werden. Er war vor der Re-
form des Mathematikunterrichts gewissermafBen "konkurrenzlos" und
ist wohl allen bestens bekannt, weshalb auf eine Erdrterung ver-
zichtet wird (wenngleich auch innerhalb dieses Konzepts viele

verschiedene didaktisch interessante Nuancen méglich sind!)

2.2 Anderungsraten

Obwohl der Zugang iiber Anderungsraten (vgl. BYRGER-FISCHER-MALLE
[1980]) mathematisch mit dem Zugang {iber den Grenzwert von
Sekantensteigungen dquivalent ist, so besteht - didaktisch gesehen
der Unterschied darin, daB die Ableitung einer Funktion an einer
Stelle primidr als eine Zahl (und vorerst unabhdngig von geocmetri-

scher Anschauung) gedeutét wird. Diese Zahl ist ein Ma3d fiir
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Anderungen (Temperaturdnderungen, Geschwindigkeit, Volums-
dnderungen, Stromstdrke, Leistung,...) und wird als Grenzwert

der mittleren Anderungsrate eingefihrt.

set f:A - B eine reeclle Funktion, a,bE€A4,

fib)-f(a)
b-a

die mittlere Anderungsrate oder der Differenzenquotient von

Ff in la,bl].
(A.a.0., S.18)

Darauf aufbauend wird nach einigen einfiihrenden Aufgaben

(Momentangeschwindigkeit, Volumsdnderungsrate,...) definiert:

Definition: FEs sei f:x » fl(x) eine reelle Funktion. Der
Grenzuwert

Flix) = %3@ f{zi:;(x)
hei3t Anderungsrate der Funktion f an der Stelle x oder

Differenttalcuctient von f an der Stelle zx.

(A.a.0., 5.26)

Erst nach dieser Definition wird die gegebene Funktion

graphisch dargestellt und die mittlere Anderungsrate als Sekanten-

steigung, die Fnderungsrate als Tangentensteigung gedeutet.
(A.a.0., S.29)

2.3 Stetige Fortsetzung

Wdhrend die beiden zuvor angegebenen Zugidnge auch auf

anschaulichem Niveau unterrichtet werden k&nnen, muf bei der

Einfiihrung der Ableitung mit Hilfe der stetigen Fortsetzung der

Begriff der Stetigkeit bereits bekannt sein. Dann kann man im

wesentlichen auf zwei Arten voraehen:

a) Definition des Grenzwerts einer Funktion mit Hilfe der

stetigen Fortsetzung und darauf aufbauend eine "klassische"

Ableitungsdefiniticn als Grenzwert des Differenzenquotienten

(der Differenzengquotientenfunktion).

b) Definition der Ableitung mit Hilfe der stetigen Fort-
setzung. Die explizite Definition des Grenzwerts einer

Funktion ist hierbei nicht notwendig.




ad a)
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Do “inicinn: a heiBt Grenavert der Funktion fru->flax) an der
T+ AaTT o R s fr B e
Ste.re p, wWenr (i€ [UnRKLLYn

- [f(x) fiur z#p
Fiz -
l a fiir xz=p

(Vgl. SZIRUCSEK-UNFRIED [1981], $.17)

Darauf aufbauend:

‘nition: Urier der 1. Ableitung einer Funkticon f an der

6
Stelle p verateht man den Grenzwert

fle)-f(p)

’ - o
Frip) = Lim LS

LD

(A.a.0., S.36)

ad b) Man kann - wie gesagt - den Grenzwertbegriff auch um-

gehen und definieren:

Definition: Es sei f:X-»Y|xz>Ff(z) eine reelle Funktion und a ein

»

Héufungspunkt von X. Die Funktion heiBt differenzierbar (ableit-
bar) an der Stelle a, wenn die zugehdrige Sekantensteigungs-

funktion (Differenzenquctientenfunktion)

ka:X\{a} > F i r - (x)-f(a)

r=a

in die Stelle a stetig fortsetabar ist.

Ist ka die stetige Fortsetzung von ka in die Stelle a, sc netét
der Funktionswert ka(a) die Ableitung von f an der Stelle =
de

fferentialquotient von f an der Stelle a) und wird miil

T3
o

(J

F

(¢
f'(a) bezeichnet: f'(a)= k (a)
(Vgl LAUB [1980], s.126)

(Da diese Definition den Grenzwertbeqriff vermeidet, kdnnte man
dieses Konzept auch unter 2.6 "Grenzwertfreie Zugdnge" ein-

ordnen.)
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2.4 Linear=s Approximation

Im Gegensatz zu den zuvor kbesprochenen Vorschldgen, die ja aus
den ¥=zterreichischen Lehrbiichern bekannt sind und nur der Voll-
stdndigkeit halber angefiihrt wurden, will ich auf den Zugang
zur Differentialrechnung mit Hilfe des Konzepts der linearen

Approximation etwas ausfiihrlicher eingehen.

Bei der linearen Approximation wird eine (affin-) lineare
Funltion l:x-kx+d gesucht, die eine gegebene Funktion f an einer
Stelle a "mdglichst gut" approximiert. D.h., es muf
1) f(a) = 1l(a) sein, und
2 die Funktionswerte von 1 sollen sich in der Nihe
von a mdaglichst wenig von den Funktionswerten von

"f unterscheiden.

Durch den Ansatz

1{x) = f(a)+k(x~a)

ist Punkt 1) fir alle k€R erfiillt. Um auch Punkt 2) zu geniigen,

muf k in geeigneter Weise gewdhlt werden. Dazu betrachten wir

Fix)=-1(x) £(x) - [f£(a)+k(x-a)] =

£ -f(a)
X—a

it

]

(x-a) ~-k] ' . (*)
Wegen (x-a)-0 mit x-a folgt f(x)-1(x)-»0 (fiir jedes k). Wdhlt
f(x)-f(a)
X-a
auch der zweite Klammerausdruck gegen Null, d.h., dann geht

man aber k so, daB - k mit x-a geht, so strebt in (*)

f({x}-1(x) "am stdrksten" gegen Null. Flir dieses k stellt also

1 die kestmdgliche lineare Approximation dar.

Definition: Die lineare Funktion l:x-f(a)+k(z-a) heiBt optimale

tinear:z Jdherung von f in a (oder "Tangente von f in a'), wenn

.4 J

Lol > k. fir z-a

Eat f iIn aEDf eive optimale lireare Ndherung, so heiBt f in

r AL ey rerbar
a Jifferenzierbar.

(Vgl. van RPTEL-NEVELING [1981], S.53, 5.57 aud S.60)

Durch Betrachtung des relativen Fehlers ergibt sich
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ooy rELO)-F(a)
£(x)-1(x)=(x-a) - [-——F—— -k]
fix)-1(x) . f£(x)-f(a) _
X-a x-a
= ra(x)
=2 f(x)~1(x) = ra(x)'(x~a)
= f(x):lia?ura(x)-(x~a)
bzw.
f(x) = f’;)+k-(x—a)+ra(x)4x—a) (**)

Auf Grund dies s Uberlegungen 148t sich die Differenzierbar-

keit auch auf Zolgende Weise charakterisieren:

Satz: f tst genau dann in a differenzierbar, wenn es ein

KEX und eine Funktion S ra(r) mit ra(m) = C fir x-a gibt,

sodaBB steh flx) fir x#a darstellen ldBt gemdB:

v

Flx) = f(a)+k-(xva)+rq(x)-(x—a)
(&

(A.a.0., S§.72)

In dieser Formulierung tritt der Aspekt der linearen Approximation
deutlich zutage:
£(x) = 1(x) + r(x) (***)

wobeil f die gegebene Funktion, 1 die approximierende lineare

Funktion und r(x) der Fehler der Approximation ist, der der

Bedingung
r(x) - 0 fir x-a
X-a

genlgt. .

(Man beachte, daB dem r(x) in (***)das Produkt r_ (x).(x-a) in
* % ; 1 a
(**) entsoricht!)
Ein gegeniber dem eben beschriebenen etwas modifiziertes Konzept
erkldrt zuerst, wann zwei beliebige Funktionen sich berihren:
f wird als tangential zu g an der Stelle a bezeichnet, wenn

1im £EX)=g(x) _ 4

X—-a
X—=a




Dadurch erhdlt man eine Klasseneinteilung der Funktionen. Eine
Funktion f heint differenzierbar an der Stelle a, wenn in der
Equivalenzklasse von f eine lineare Funkticn existiert, d.h.
wenn es eine lineare Funktion gibt, die an der Stelle a

zu f tangential ist.

(Vgl. SCHRODER-UCHTMANN [1972], CARTAN [1967], DIEUDONNE [19601])

2.5 Lipschitz-Analvsis

Der von KARCHER [1973] erstmals vorgestellte Lehrgang beruht
darauf, dal man nicht mit der gesamten Menge der stetigen
Funktionen arbeitet, sondern sich auf "gutartige" (= Lipschitz —

stetige) Funktionen beschrédnkt.

Leifirition: Eine Funktion f heilBt aqutartig auf l[a,b]l, wenn es
N v g K] 0

eine Zahl L gibt, sodaRk fiir alle xz,y€la,b] gilt:

| flz)=fly)sL- la-y|
(Wie man sofort erkennt ist jede gutartige Funktion stetigqg,
a

.h., es liegt eine Teilmenge der Menge der stetigen Funktionen

vor.)

Entsprechend wird die Menge der differenzierbaren Funktionen
auf die Menge der "gutartig differenzierbaren" Funktionen einge-

schrédnkt:

Definition: Eine auf la,bl definierte Funktion f heiBt bet

c€la,b] gutartig differenzierbar mit der Steigung m, wenn es

eine Zahl K20 gibt, sodaB fiir alle x€la,b) gzlt:
ff(x)“f(c)—m(x—c)}gx.(x*c)g

(Piese Ungleichung ist die nennerfreie -~ und somit auch in
x=c definierte - Form von
if(x)—f(C)

- m| <X,
X-C

x-c|.)

2.6 Grenzwertfreie Zugdnge

Beispiele filr Zugidnge, die den Grenzwertbegriff umgehen, haken
wir bereits in 2.3 und 2.5 kennengelernt. Auch beim Zugang iiber
die lineare Anproximation 1&8t sich der Grenzwert uiychen, wenn

man in

fix) = fla) + wfy~a) + ra(x).(x—a)




die Fehlerfunktion r, 6 an der Stelle a als stetig voraussetzt.
(Vgl. XKROLL [1976], s 111).

Grenzwertfreio Zugdnge tragen der Tatsache Rechnung, daB der
dem Grenzwert :nnewohnende Gedanke des "unendlich Xleinen"

pzw. "beliebis “leinen" Schwierigkelten bereitet. Durch die
oben erwidhten Zuginge wird dieses Problem weder geldst noch

vermieden, sondern nur verlagert (z.B. auf die Stetigkeit).

Zhnlich liegt der Fall bei der Nonstandard Analysis. Hier ver-
sucht man, durch eine geeignete Erweiterung der Menge der
reellen Zahlen eine Rechtfertigungstheorie flr Differentiale
etwa im Sinne Eulers, alsc im Sinne von unendlich kleinen
Grisen #0, zu entwickeln. Man konstruiert eine Menge

R*=RuI, ein Nonstandard-Modell der reellen Zahlen, indem man
die Menge R der reellen Zahlen (im herkSmmlichen Sinn) um
eine Menge I von “infinitesimalen 7Zahlen" erweitert. Diese
Erweiterung kann auf verschiedene Weise erfolgen, etwa mit
dualen Zahlen oder mit Folgen (dhnlich der Vervollstdndigung
von R mit Hilfe von Cauchyfolgen), lduft aber immer auf einen
nichtarchimedisch geordneten K&rper hinaus. Sobald nun die
Menge R* vorliegt, kann der Grenzwertbegriff und die Ableitung
relativ einfach eingefiihrt werden. (Der interessierte Leser
sei auf die entsprechende Literatur, etwa LAUGWITZ [1973/74]

oder TEMPLE [1934] verwiesen!)
Auch die folgenden Konzepte k&nnen nur kurz erwdhnt werden:

D.LAUCWITZ [1973] versucht, den Grenzwert durch ein axiomati-
ches Vorgehen zu umgehen, welches aber offenéichtlich am

Xonzept der linearen Approximation (mit stetiger Fehlerfunktion)

modelliert ist. Ausgehend von einer Klasse C von Funktionan
("Kontinuititsklasse") definiert er: f heift in x differenzierbar

in bezug auf C, wenn es eilne Funktion A€EC gibt, sodas
f(x+h) = f(x) + h-a(h)
ist. A{0C)=:f'(x) heipt Ableitung von f in X.

(Mit Hilfe der Kontinuitdtsklasse C, die er aus elementaren
Funktionen mit Hilfe der Grundrechnungsarten und der Verkettung
konstruiert, - C ist also eine Teilmenge der Menge der stetigen

Funktionen - umgeht Laugwitz die Definition der Stetigkeit)
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Eine weitere M&aglichkeit eines Zugangs zur Differential-
rechnung kesteht darin, die algebraischen Eigenschaften des

Differentialoperators D:f -» Df=f' axiomatisch festzulegen:

D(f+g) = Df+Dg

D{a-£f) = a-Df (a€R)
D(f.g) = Df-g+f-Dg

D id = 1

(Vgl. VOLLRATH [19681])

Im Gegensatz zu den bisher besprochenen grenzwertfreien
Zugingen, die ~ trotz Umgehung des Grenzwertbegriffs - doch
wohl eher der hdheren Matheamtik zuzuordnen sind, k&nnte der
von A.KIRSCH [1961] vorgeschlagene Weg bereits als Propideutik
der Differentialrechnung in der Mittelstufe behandelt werden.
Er versucht, mit Hilfe der "Stiitzgeraden" einer konvexen
Funkticn auf gecmetrisch - anschaulichem Weg die Differenzierbarkeit
dieser Funktion an einer bestimmten Stelle zu charakterisieren.
Konvex bedeutet bei Kirsch:

1) der Definitionsbereich der Funktion ist ein Intervall und

2) der Graph der Funktion verlduft zwischen je zwei seiner

Punkte nur oberhalb bzw. nur unterhalb der durch diese

Punkte gegebenen Sehne.

Es set nun y=k(x) eine kownvexe Funktion und TIL eine Stelle im
Je

Inneren Thres finitionsbereichs J. Wir nennen k(z) "glatt in x, ",
wenn es tm Kurvenpunkt P:(xa/k(xo)) genau eine "Stiltzgerade'

gibt, d.h.,venn es genau eine linzare Funktior L(x)=mrtn gibt

ot
£, v
[\

mit n Figenschaften Z(xo):k(xo) und 1(xl)<k(x) fir alle » aus o

23

(20

(KIRSCH [1961], S 96)
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3. XRITERIEN FUR DIE AUSWAIL bzw. XONSTRUKTION EINES ANALYSIS-

LEHRGANGES

3.1 Technische Einfachheit

Das Streben nach technischer Einfachheit (unter Beibehaltung
der Ublichen Exaktheitsanspriiche) war ein wesentliches Motiv
bei der Entwicklung der Lipschitz-Analysis. In diesem Konzept
werden die fir den Schiiler schwierigen Definiticnen von
Stetigkeit und JOrenzwert (diese Schwierigkeit wird durch die
Anzahl und die Reihenfolge der Quantoren erklirt) durch

die technisch etwas einfacheren Begriffe "gutartig" und
"gutartig dif. renzierbar" vermieden. Viele Beweise sind
relativ einfach, was zum Teil auch auf der nennerfreien Form

der Ableitungsdefinition
l£(x)-f(c)-m(x-c)| < K.(X~C)2

beruht. (Letzteres Argument gilt dementsprechend auch

fir den Zugang liber die lineare Approximation.)

3.2 Generalisierbarkeit

Dem Kriterium der Generalisierbarkeit, das insbesondere in der
1wGheren Mathematik groBe Bedeutung besitzt, genligt eindeutig
der Zugang iliber die lineare Approximation am ehesten. Dieses

Konzept 148t sich in zwei Richtungen verallgemeinern:

a) Man kann

fi{x) = f(a) + k-(x~a) + r(x)-(x~a)

als Approximation von £ durch ein Taylorpolynom 1. Ordnung
deuten und somit als Ausgangspunkt fiir die Approximation

einer Funktion durch Taylorpolynome hdherer Ordnung ansehen.

b) Der Gedanke der linearen Approximation liegt auch der auf
M.Fréchet zuriickgehenden Definition der Differenzierbarkeit
in Banachrdumen zugrunde:

Definititon: A,B seten Banachridume, DCA. f:D-B heil3t in pE€D
differenzierbar, wenn es etne lineare Abbildung L:A-B gibt,
sodal

flx) = f(p) + Llx-p) + riz)

HY’ (x)HLzOg‘I:Zb.

mziE lim m

XT-p
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Diese Definition ist selbst wieder Ausgangspunkt fiir
weitere Verallgemeinerungen (Differentialrechnung

in topologischen Vektorrdumen, vgl. AVERBUKH-
SMOLYANOV [1967] und [1968], oder Differentialrechnung
in Intervallrdumen, vgl. SCHRYDER [1972]).

Die Bedeutung dieses Zugangs spiegelt sich auch in der
Tatsache wider, daB in mehreren modernen Analysislehrblichern
statt "differenzierbar"der Terminus "linearisierbar" ver-

wendet wird.

Unter dem Aspekt der Generalisierbarkeit k&nnte man die

in Karchers Zugang vorgenommene Beschrédnkung auf eine kleinere
Funktionenmenge als Nachteil empfinden. Diese Beschridnkung
selbst erscheint mir allerdings nicht prinzipiell als

Manko. Der Begriff der Gutartigkeit ist - wie auch die
Stetigkeit - eine Abgrenzungseigenschaft, die uns pathologische
Funktionen "vom Leibe h#lt". Der Funktionsbeqgriff ist in
gewisser Weise viel zu allgemein und 14Rt daher so "Ungetiime"
wie liberall stetige, nirgends differenzierbare Funktionen

zu. Diese Funktionenzeigen aber gleichzeitig, daB auch der
Stetigkeitsbegriff selbst zu allgemein ist; eine stirkere
Abgrenzungseigenschaft wire also durchaus - insbesondere

fir die Schulmathematik - wiinschenswert. Auch in der Integral-
rechnung ist eine Beschrinkung auf kleinere Funktionenmengen
hiufig anéutreffen (z.B. stiickweise monotone Funktionen,

Regelfunktionen).

Nicht die Einschrdnkung selbst empfinde ich als Nachteil,

wohl aber, daB die Wurzelfunktion f:x-VX zwar in jedem Inter-
vall [a,b]gR+, nicht aber in [0,b] gutartig ist. (Gutartig-
keit bedeutet ja, das die Tahgentensteigungen im gesamten
Intervall beschrédnkt sind.) Dieses Manko versuchte zwar
WIPPERMANN [1975] durch Verallgemeinerung der Gutartigkeit

zur "w-Stetigkeit" zu reparieren, allerdings auf Kosten der
Einfithrung eines weiteren Quantors und auch anderer Ver-
komplizierungen, was sich natiirlich auf die technische Einfach-
heit, die den Karcher-Zugang auszeichnet, negativ auswirkt -

von der Anschaulichkeit ganz zu schweigen.

Die Einschrénkung auf gutartige Funxtionen hat auch noch

einen zweiten Nachteil. Wenn man - wie Karcher - die Definition
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der Stetigkeit als zu schwer erachtet und damit die Ein-
fiihrung des Begriffs "gutartig" rechtfertigt, so muB man
konsequenterweise auch die Definition des Grenzwerts von
zahlenfolgen, die ja im Hinblick auf Anzahl und Reihenfolge
der auftretenden Quantoren genauso schwer wie die Definition
der Stetigkeit ist, entsprechend vereinfachen. Karcher fiihrte
daher einen neuen Konvergenzbegriff fiir Folgen ein, die
"geometrische Konvergenz". (Vgl. KARCHER [1973], S$.47 und
S.49; MOLLER [1979], S.313). Aber auch dieser Begriff ist
-3dhnlich wie der der Gutartigkeit - zu eng: die Folge
<%|naN> ist keine "geometrisch konvergente Nullfolge" im

Sinne Karchers!

Nach diesen eher vom theoretischen Standpunkt interessanten
Kriterien sollen nun fiir die Schulpraxis relevante Aspekte ange-

fihrt werden.

3.3. Anschaulichkeit

Unter dem Gesichtspunkt der Anschaulichkeit sollte m.E. die
Ableitung als eine Zahl eingeflihrt werden (Anderungsrate), da
diese Zahl unmittelbar als Geschwindigkeit, Stromstdrke,

Preisindex, ... gedeutet werden kann. Erst in zweiter Linie,
wenn nidmlich die betrachtete Stelle variiert wird, wird diese
Zahl zur (Ableitungs)Funktion. Dies entspricht auch in gewissem
Sinne einem "natiirlichen" (genetischen) Vorgehen. (Vgl. spdter!)

Beim Zugang liber die lineare Approximation oder iiber die

stetige Fortsetzung wird zuerst nach einer (linearen bzw. stetigen)
Funktion gefragt. Um dann auBermathematische Deutungen der Ab-
leitung zu ermdglichen, ist man zu einem Rickschritt gezwungen,
indem man die Steigung der linearen Funktion oder den Funktions-
wert der stetigen Foftsetzung an der betreffenden Stelle be-
trachtet.

Da eine Vielfalt von (auBermathematischen) Anwendungen m.E. auch
’einen grofBen Beitraé zur Anschaulichkeit eines Begriffs leistet,
sollte man die Einfiihrung der Ableitung nicht allein mit dem
Tangentenproblem motivieren, sondern im Anschluf an die_gpﬁer—

mathematisch motivierten Definitionen der mittleren und momentanen

Anderungsrate Sekanten und Tangenten als innermathematische Ver-
anschaulichungen anbieten (wie etwa in BYRGER-FISCHER-MALLE [19801]).




Analoges gilt fir die in 2.6 erwihnte Methode der Stiitzgeraden

konvexer Funktionen.

3.4. Lernosychologische Aspekte

Die in diesem Zusammenhang relevanten Kriterien sind im
"genetischen Prinzip" zusammengefaft, das u.a. auf der Ent-
wicklungspsychologie J.Piagets beruht und in F.Klein, O0.Toeplitz,
H.Freudenthal, M.Wagenschein, J.S.Bruner - um nur einige zu

nennen - prominente Beflirworter gefunden hat,
Es kann - zwar grob, aber prignant - so formuliert werden:

Mathematik genetisch zu unterrichten heift, sie so zu unterrichten,

wie sie wirklich ist.
Ausfiihrlicher:

Eine Panstellung edner mathematischen Theorie heift genetisch,
wenn sLe an den natinlichen enkenntnistheonetischen Prozessen
dew Erschaf{fung und Anwendung von Mathematih ausdgendichtet ist.

(Vgl. WITTMANN [1975], S. 106 ff, bzw. WITTMANN [1980] S. 130 ff.)

Durch das genetische Prinzip, auf das hier nicht zn allen Details
eingegangen werden kann, kommen wir schlle811ch Zu einem Aspekt,
dessen Berilicksichtigung und zwar vom Gesetz, 1n der Bildungs-

und Lehraufgabe, vorgeschrieben ist, das aber m.E. in der Schule
viel zu wenig zum Tragen kommt, nimlich die "Wermittlung von
Einsichten 4ir die kultungeschichtliche, sozial- und wintschafts-
politische sowie wissenschaftstheonetische Bedeutung denr Mathe-
matik" (BGBL [1978]). '

3.5. Kulturgeschichtliche und wissenschaftsthecretische Aspekte

Wihrend die Realisierung des genetischen Prinzips immer ein
Hdintergrundwissen liber die Genese des jeweiligen Leilgebietes er-
fordert, eignet sich gerade die Entwicklung der Differential-
rechnung sehr qut, im Rahmen des Unterrichts kulturgeschichtliche
und wiss eﬂaghaftstheoretlsche Aspekte der Mathematik explizit

zur Sprache zu bringen.

Die Frage nach diesen Aspekten fiihrt fast zwangsldufig auf die
Frage:

Was ist Matheamwtiic-
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Mathematik sollte dabei nicht als ein starres System von
Regeln, Definitionen, Sdtzen,.. verstanden werden. Mathematik
sollte weiter gesehen werden, ndmlich als ein dynamischer

ProzeB, der permanent geprdgt ist durch Vermutungen, vor-
ldufige Begriffsbildungen, Widerlegungen, neue Anliufe,
u.s.w. (Vgl. LAKATOS [19791]!)

Die deduktive Mathematik vieler Universitidtsvorlesungen und
Biicher ist nur e®ne ausgefeilte Formulierung des Endprodukts

dieses Prozesses.

Folgende thesenhafte  Ansdtze sind geeignet, diese Sicht-
weise der Mathematik zu verdeutlichen und damit sowohl die
kulturhistorischen und wissenschaftstheoretischen Aspekte
ndherzubringen als auch den durch das genetische Prinzip um-

schriebenen lernpsychologisch addquaten Rahmen abzustecken.

Problemorientierung:

Aufzeigen von Begriffen, die sich als (mittlere bzw. momentane)

Anderungsrate deuten lassen.

Wiederentdeckendes L.ernen:

Einfihrung des Grenzwerts der mittleren Xnderungsrate (Differenzen-
quotient) an der historischen Entwicklung modellieren (und diese
kulturgeschichtlich interessante Entwicklung den Schiilern auch

explizit vor Augen filihren!)

Spiralprinzip:

Mit anschaulichen Umschreibungen des Grenzwerts im Rahmen der
Differentialrechnung mit Polynomfunktionen beginnen, Aufzeigen
der begrenzten Verwendbarkeit dieses Grenzwertbegriffs bei anderen
Funktionsklassen, Exaktifizierung dieses Begriffs, (etwa mit Hilfe
des Grenzwerts von.Folgen), damit Erweiterung des Anwendungsbe-
reichs auf neue Klagsén von Funktionen und Erh8hung der Sicher-
heit der Argumentaﬁion, Aufzeigen weiterer Exaktifizierungs- und
Formalisierungsm&glichkeiten (lineare Approximation, stetige

Fortsetzung)

Reflexion iber diesen ProzeB (und liber mathematische Begriffs-

und Theoriebildung im allgemeinen): Aufzeigen, daB es verschiedene
MGglichkeiten des Zugangs gibt, Demonstration der beschrinkten
Verwendbarkeit (vorl&dufiger) mathematischer Begriffsbildungen,

Aufzeigen und Vergleichen verschiedener Wege der Exaktifizierung,
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Diskussion des Sinnes und der Vorteile wie auch der Nachteile
exakterer Begriffsbildungen (mit h8herem Grad an Exaktheit

geht i.a. ein hdherer Formalisierungsgrad und damit ein Verlust
von heuristischem Wert des Begriffs einher!) Aufzeigen der Rela-
tivitidt des Exaktheitsniveaus (es gibt kein hdchstes Exakt-
heitniveau, sondern nur ein adiquates bzw. nicht addquates:
beim Beweis von Sitzen wird ein hdheres Niveau, bei Anwendungen
eher ein niedrigeres adiquat sein); Herausarbeiten der funda-
mentalen Ideen des jewgiligen mathematischen Gebietes (in der
Differentialrechnung etwa: Idee des unendlich Kleinen, Idee

der lokalen Approximation, Idee der quantitativen Erfassung
von Verdnderungen, u.s.&.); ganz allgemein: Reden {lber Mathe-
matik.

(Vgl. FISCHER-MALLE [1980], S 93ff, und FISCHER [1980]).

4. SCHLUSSBEMERKUNGEN

Oft wird die Meinung vertreten, bei neuen Inhalten oder Tendenzen,
die gerade forciert werden, handelt es sich um Modeerscheinungen
veon nur kurzer Lebensdauer. Mag sein, daB dies auch fiir das
genetische Prinzip, Spiralprinzip, induktives Vorgehen ... gilt.
Ich glaube aber nicht, das diese Ideen wieder ganz verschwinden
werden. Ich glaube es deshalb nicht, da diese Entwicklung eine
Reaktion auf die Probleme darstellt, die die "Neue Mathematik"
mit ihrer Betonung des Formalen und Deduktiven mit sich brachte.
Die mit dieser Reaktion eingetretene Tendenzwende ist etwa seit
der Mitte der 70er Jahre zu bemerken; wO sie sich insbesondere

in den Arbeiten von BLUM [1975] und FISCHER (19761 und [1978]
niederschligt. Seitdem sind auch schon mehrere Schulbiicher ver-
fagt worden, die als Gruqdkonzept die Idee der Beschrdnkung auf
naiv-anschauliche Begriffe mit nachtrédglicher Exaktifizierung
haben (z.B. BURGER-FISCHER-MALLE [1980],van BRIEL-NEVELING [1981],
LOHSE-WILLE [1981], KRONFELLNER-PESCHEK [1983], ATHEN-GRIESEL
[1978]; im letztgenannten Buch werden sogar zwei M8glichkeiten
der Exaktifizierung - mit Hilfe des Grenzwerts von Folgen und

mit Hilfe der stetigen Fortsetzung - behandelt.)

Natlirlich gab es auch vor 1975 Kritik an der "Neuen Mathematik"
mit vielen z.T. markigen Zitaten. Ein inzwischen schon zum ge-

fligelten Wort gewordenes Zitat von H.Freudenthal paBdt flir unsere
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Diskussion der Sichtweise der Mathematik:

"Ein Mathematiken {4t gewGhnt zu objektivieren. En publizient
nicht seine Gedankengdnge, sondern sedine objektivienende Be-
anbeitung: Definit{on, Satz, Bewels. Wenn er von den (berfegungen,
die ihn zum liel {ihnten, etwas verndffentlLichte, hdme en sich

vorn, als stdnde en in Untenhosen auf den StraBe.”

(FREUDENTHAL [19631)

Ich halte es im Interesse der Schiiler und der Mathematik wichtig,
den Schiilern nicht nur den "mathematischen Sonntagsanzug" zu

prisentieren sondern auch die "mathematischen Unterhosen"!
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